Puzzle Challenge Sigma V

1) O que é mais abundante?


Na posição inicial de uma partida de Xadrez, as Brancas dispõem de 20 lances possíveis, e qualquer que seja o primeiro lance branco, as Pretas também vão dispor de 20 lances possíveis. Com base nisso, calculamos que depois de executado o primeiro lance (Brancas e Pretas) podem se produzir 400 posições diferentes.


Acredita-se que no universo visível há cerca de 100 bilhões de galáxias e, em média, cada galáxia tem cerca de 100 bilhões de estrelas. A massa média de uma estrela da seqüência principal é cerca de 0,7 da massa do Sol, ou seja, cerca de 1,4x10^33g. Como o número de Avogadro é cerca 6x10^23mol^-1 e 90% da massa do universo é constituída por hidrogênio (massa atômica ~ 1) e 9% por hélio (massa atômica ~ 4), podemos concluir que o número de átomos no universo é cerca de 6x10^78.


O número de posições diferentes que podem se produzir numa partida de Xadrez com longitude de 29 lances (29 das Brancas e 29 das Pretas) é maior ou menor que o número de átomos existentes no universo? Justifique sua resposta.

2) Quais os valores de X, Y, Z?

Xxxxxxxx... = 2
Yyyyyyyy... = 2,5

Zzzzzzzz... = 3

Estes problemas foram propostos na página de entrada de Sigma Society V, colocados on-line desde 17/06/2002, e nosso amigo Maximiliano Alvarez gentilmente contribuiu divulgando um link na página de entrada de Super Ajedrez Hispano Americano. 


O nível dos participantes foi muito alto, mas ninguém resolveu completamente o problema 1. Porém duas pessoas responderam corretamente e justificaram corretamente a pergunta sobre o número de posições possíveis no Xadrez ser maior ou menor que o número de átomos no universo. A solução mais completa foi de Herbert Kimura, que além de responder à pergunta, compreendeu que o número encontrado por seu método é maior que o número de posições no xadrez e menor que o número de átomos no universo.

O problema 2 teve dois acertadores: Diogo Diniz, de Campina Grande, Paraíba, Brasil, e Herbert Kimura, de São Paulo, Brasil. Listamos a seguir as pessoas que enviaram boas respostas (pelo menos parcialmente corretas) para os dois problemas:


Problema 1: 

Herbert Kimura, do Brasil 

Diogo Diniz Pereira da Silva e Silva, do Brasil 

Anton Nadilo, da Croácia

Salvador Homce De Cresce, do Brasil

David Spencer, dos Estados Unidos 


Problema 2: 

Diogo Diniz Pereira da Silva e Silva, do Brasil - Solução Correta 

Herbert Kimura, do Brasil - Solução Correta 

Rodrigo Vianna Rocha, do Brasil 

Salvador Homce De Cresce e Rafael Petreconi Serville Ramos, ambos do Brasil 


Rafael é estudante, mora em Avaré (SP) e tem 18 anos 


Diogo é estudante de Engenharia Elétrica na Universidade de Campina Grande (PB), finalista na Olimpíada Brasileira da Matemática nível Sênior, Menção Honrosa na Olimpíada Brasileira da Matemática nível Universitário, Menção Honrosa na Olimpíada Ibero-Americana de Física. Tem 19 anos. 


Rodrigo é um dos membros mais antigos de Sigma Society e estudante de Economia na USP, tem 25 anos. 


David tem 24 anos e é um dos mais brilhantes membros de International High IQ Society.


Herbert tem 32 anos, é membro de Sigma III (QI > 148) e várias outras sociedades de alto QI, é Bacharel em Engenharia Eletrônica pelo ITA, com especialização em Finanças pelo IBMEC, Mestrado em Estatística pelo IME/USP, Doutorado em Administração pela FEA/USP. Já lecionou no Mackenzie, na Getúlio Vargas e no Instituto Brasileiro de Mercado de Capitais (IBMEC). Entre seus interesses, destacam-se 'teorias e modelos em finanças', 'educação à distância', leitura e escrita, computação. 
Anton é membro de Sigma IV, foi a única pessoa a resolver um puzzle sobre inércia (catapulta) e é oficial militar. Tem mais de vinte e poucos anos.


Salvador foi campeão brasileiro de Xadrez Epistolar e já representou o Brasil em vários campeonatos mundiais e outros torneios internacionais de grande expressão. É doutor em Engenharia Civil pela USP de São Carlos. Durante longo tempo foi o único brasileiro a possuir o título de Mestre Internacional Sênior ICCF e agora é um dos raros jogadores latinos a possuir o título de Grande Mestre Internacional ICCF. Também tem mais de vinte e poucos anos.
Puzzle Challenge – Soluções

Problema 1:

A questão sobre o número de possibilidades no Xadrez é um clássico dificílimo, muito mais duro do que parece à primeira vista, e ao longo dos últimos 5 séculos tem atraído a atenção de matemáticos do mundo todo, mas permanece até hoje sem solução. Muitas fontes oferecem soluções incorretas para esse problema, mas absolutamente nenhuma trata o caso da maneira como isso deveria ser feito. Em diferentes livros e sites, encontramos estimativas que variam de alguns poucos milhões até cifras inimagináveis como 10^10^100, 10^10^70 e 10^10^50, como é o caso de Hardy (1999, p. 17). A estimativa de Hardy, a mais modesta das três, é 10^10^48 vezes maior que o lendário número Googol (10^100). O cálculo de Hardy, embora incorreto, é citado na respeitada revista New Scientist:
<http://www.newscientist.com/lastword/answers/77numbers.jsp?tp=numbers1>,


No site http://www.lewrockwell.com/orig/kinsella6.html o número de possibilidades no Xadrez é comparado ao Googolplexo e nos links indicados no final desse artigo podemos encontrar dúzias de cálculos incorretos.


Nos casos de números gigantescos, como 10^10^50, é fácil mostrar que estão errados pela regra dos 50 lances sem captura ou sem movimento de Peão, pois nenhuma partida pode ultrapassar 5899 lances sem infringir essa regra, de modo que mesmo seguindo a linha de raciocínio incorreta proposta por Hardy, seria possível jogar 5899 lances de 10^20.000 maneiras diferentes (isto é 10^10^46 menor do que a estimativa feita por ele), não mais que isso. 

Antes de Hardy, encontramos a estimativa de 10^120 para os primeiros 40 lances, cálculo feito por Peterson, em 1996, mas vários outros antes dele e outros tantos depois dele também fizeram o mesmo cálculo. A idéia em que este cálculo se baseia é que numa posição típica de meio-jogo há cerca de 30 a 40 lances diferentes, portanto assumem 35 como média para um meio ply, arredondam 35^2 para 1000 (um ply inteiro) e em seguida fazem 1000^40=10^120. Esse método incorreto pode ser encontrado em numerosas fontes credenciadas, como o “Manual de Xadrez” de Idel Becker e no premiadíssimo livro de Steven Pinker “Como a mente funciona” (How the Mind Works, eleito pela Amazon um dos 10 melhores livros da Década e um dos cem melhores livros do século). O autor, Steven Pinker, é Ph.D. do MIT e seu admirável currículo pode ser encontrado em <http://www.mit.edu/~pinker/cv.html>. Essa solução incorreta também é citada em vários livros de Matemática Recreativa, livros de Xadrez e de curiosidades. Chega a ser alarmante a quantidade de fontes que indicam essa forma incorreta de resolver o problema. O erro desse método está em confiar que o número de transposições será menor que o número de posições não-repetidas. Depois que o erro é apontado, fica fácil de perceber, mas durante o processo de resolução, bem poucas pessoas se dão conta da falácia e muitas autoridades em diversas áreas de Exatas têm se equivocado, à semelhança do que aconteceu ao famoso problema das 3 portas <http://www.dartmouth.edu/~chance/course/topics/Monty_Hall.html>, com a diferença que o problema das três portas termina por aí, enquanto as dificuldades deste apenas começam. 

Em algumas fontes recentes, encontramos também 10^44 e 10^43, todos incorretos, mas pelo menos estão, grosso modo, baseados no procedimento adequado, que consiste em calcular o número de posições diferentes que as peças podem ocupar, em vez de calcular quantas posições diferentes podem se produzir depois de n lances com base no número de lances possíveis em cada posição.


Em 1972, Beeler fez uma estimativa de que no Xadrez podem ocorrer 10^40 posições diferentes. Antes dele, em 1950, Shannon e Levy estimaram em 64!/32!(8!)^2(2!)^6, ou seja cerca de 4,6*10^42. Houve vários erros nesse cálculo, entre os quais o mais evidentemente foi eles terem aceito Peões na primeira e na oitava filas. O cálculo deles envolve ainda vários outros erros e omissões. Pelos meus cálculos atuais (22/06/2002), que suponho serem corretos na ordem de grandeza, o número de possibilidades difere em mais de 2 ordens de grandeza de qualquer estimativa aceita até agora. 

 
Antes de ver o caso do Xadrez, vejamos como calcular o número de possibilidades no Gô, que é muito mais simples. Se você ainda não conhece o Gô, veja as regras básicas no final desse artigo. 

Numa estimativa preliminar, podemos considerar que 19x19 linhas produzem 361 cruzamentos, e cada cruzamento pode apresentar 3 estados distintos: pedra branca, pedra preta ou vazio. Portanto, 3^361 seria uma boa estimativa. Isso equivale a cerca de 1,74*10^172 ou

  17408965065903192790718823807056436794660272495026354119482811870680105167618464984116279288988714938612096988816320780613754987181355093129514803369660572893075468180597603 posições diferentes.

Mas isso ainda não é correto, porque as posições com “olho” não admitem uma peça contrária no espaço vazio, então uma boa estimativa é de que, em média, numa posição surgem 2*[(8/3^3)+(136/3^4)+(578/3^5)] olhos, ou seja, cerca de 8,7 olhos em cada posição. Disso concluímos que o número total de possibilidades é algo em torno de 3^(361-8,7)*2^8,7, que resulta em cerca de 5,1*10^170. Isso já está bastante próximo do valor correto, com incerteza de 10%. Um cálculo mais cuidadoso precisa levar em conta os casos em que duas ou mais peças ficam num olho. A soma dos casos em que uma ou mais peças caem em cruzamento ilegal representa cerca de 9 por posição. Então o número total de possibilidades é cerca de 3^(361-9)*2^9, ou seja: 4,5*10^170. Este é o número de posições diferentes que podem se produzir em todas as partidas possíveis de Gô, num tabuleiro com 19x19. Um cálculo rápido, de poucos minutos, nos leva a esse resultado, mas quando tentamos calcular as possibilidades no Xadrez, a dificuldade se multiplica imensamente, e várias horas, dias, meses não são suficientes!

Mas o enunciado do Puzzle Challenge não pede o número exato, nem sequer pede a ordem de grandeza. O enunciado pede apenas para dizer se o número de posições diferentes no Xadrez é maior ou menor que o número de átomos no universo (para ser mais rigoroso, devemos considerar também a possibilidade dos dois números serem exatamente iguais (), e pede também justificativa para a resposta. Então vejamos: se temos um tabuleiro de 64 casas e 32 objetos distintos distribuídos sobre ele, cada objeto ocupando exatamente uma casa, então esses objetos podem se organizar de 64!/32! maneiras diferentes, ou seja, 482219923991114978843459072919892677776312893440000000 posições diferentes (cerca de 4,8*10^53), portanto muito menos que o número de átomos no universo (6*10^78). Não é necessário fazer contas para responder ao que pede o enunciado. Basta fazer as seguintes considerações: as peças de Xadrez não são 32 objetos distintos, logo o número total de possibilidades é muito menor que 64!/32!. Portanto a justificativa pode ser P(xadrez) < 64!/32! < 64^32 < 100^32 = 10^64 < 10^78. Essa seria uma solução aceitável para o “Puzzle Challenge Sigma V” e seria considerada 100% correta. Dizer que P(xadrez) = 64!/32! seria incorreto, mas serviria para justificar que P(xadrez) é menor que número de átomos no universo. Obviamente não podemos aceitar como 100% certo, porque quem fez 400^29 também encontrou um número menor que a quantidade de átomos no universo, mas sabemos que o método está errado. 

Agora que você já tem uma boa idéia sobre quais são as soluções erradas e sabe como o cálculo deve ser feito, ficou fácil, não ficou? ( Então mãos à obra. Agora você já pode determinar o número exato de posições diferentes que podem se produzir em todas as possíveis partidas de Xadrez, respeitando as regras do Xadrez. Essa tarefa fácil pode lhe garantir o ingresso em Sigma Society V ou Sigma Society VI. Mas antes de tentar resolver o problema, visite todos os links indicados no final desse artigo e procure mais links no Google, Yahoo, Alta Vista, procure também por mais referências em livros e revistas. Essa referências talvez não sejam suficientes para ajudar você a encontrar a solução correta, mas pelo menos ajudá-lo a aumentar suas chances de enviar uma solução errada inédita. ;-) Perdão pelo comentário maldoso e provocativo, mas é quase irresistível. Não posso deixar de fazer esses comentários, porque muitas pessoas disseram que não tentariam resolver o problema porque era fácil demais. :-) Para quem teve sensibilidade para reconhecer que o problema é difícil e tentou resolver, meus parabéns! 

Agora falando sério: todos os comentários e dicas acima não representam nem sequer 0,1% da solução. Este é um problema absurdamente difícil e não será resolvido numericamente enquanto não houver computadores quânticos ou algo com capacidade de processamento similar, mas isso não nos impede de descrever os passos necessários para encontrar o número exato, por isso o problema foi incorporado ao ST-VI. Você está convidado a visitar a página do teste <http://www.sigmasociety.org/sigma_test_vi.html> e se aventurar. Você precisa apresentar a melhor solução numérica que puder encontrar e indicar um método que permitiria calcular o valor exato no caso de ter à disposição um computador suficientemente veloz (não é para enviar o programa, eu não conheço linguagens de programação. É para enviar a descrição do processo). Respostas parcialmente certas também recebem pontos. Obviamente as respostas citadas nesse artigo recebem zero pontos, exceto para quem enviou essas respostas antes da publicação do artigo. 

Problema 2:


Uma das semelhanças que esse problema tem com o do Xadrez é o fato de induzir a pessoa a seguir um raciocínio errado. No caso do Xadrez, a pessoa é levada a calcular produtos de posições que surgem após cada lance, e no caso dos expoentes infinitos a pessoa é levada a generalizar uma regra com base em apenas um ou dois casos particulares. 


As respostas para X e Y são triviais. O problema que surge no caso de Z pode ser notado mais claramente se fizermos Q elevado Q infinitamente = 4. Isso nos permite ver que, mantendo a linha de raciocínio usada para X e Y, presumiríamos que Q deveria ser igual a 4^(1/4) = 2^2(1/4) = 2^(1/2), porém vimos anteriormente que 2^(1/2) elevado infinitamente a 2^(1/2) crescerá à medida que adicionarmos termos no expoente, convergindo para 2, portanto nunca chegará a 4. Significa que não há solução real para Q elevado Q infinitamente = 4. Outra maneira de perceber isso é esboçando um gráfico para a função f(x)=x^(1/x), e veremos que essa função tem somente um máximo, que acorre quando x=e, portanto se x for por exemplo igual a 10, ou 100 ou 99990000, a função vai convergir para algum número menor que ‘e’. No caso de 10^(1/10) elevado a 10^(1/10) infinitamente, vai convergir para pouco mais de 1,371288574, nunca vai atingir o valor 10. E também não existe solução complexa que atenda ao enunciado. Como e^(ix)=cos(x)+i*sen(x), qualquer que seja Z elevado Z infinitamente, se houver em Z uma parte imaginária não-nula, o resultado sempre estará no intervalo entre -1±i e 1±i, se houver uma parte imaginária nula (como vimos inicialmente), Z elevado Z infinitamente estará no intervalo entre 0 e ‘e’, mas não pode ser maior que ‘e’ porque se Z>[e^(1/e)], então Z elevado Z infinitamente vai para o infinito (diverge). Por isso é que Z elevado Z infinitamente = 3 não tem solução real nem complexa. De forma geral, “Z elevado Z infinitamente = a” não tem solução real nem complexa se ln(a)>1.
Apêndice:
Regras do GÔ:

Cada jogador dispõe de 361 pedras, que são colocadas num tabuleiro que tem 19x19 linhas.

Joga-se alternadamente (pretas e brancas), colocando no tabuleiro uma pedra de cada vez.

Uma pedra precisa ser colocada na intersecção de uma linha vertical com uma linha horizontal.
Uma vez que uma pedra foi inserida no tabuleiro, ela permanece onde foi colocada. As pedras não podem se mover, mas podem ser removidas. Uma peça é removida se todas as intersecções adjacentes estiverem ocupadas por peças de cor contrária. Um grupo de peças é removido se todas as peças ao redor e adjacentes forem de cor contrária, sem espaços entre elas e as peças contrárias.
Links para páginas que tratam do problema do número de posições possíveis no Xadrez:

Melhor solução (porém ainda errada):

http://mathworld.wolfram.com/Chess.html
Explica detalhadamente o método errado (:
http://biz.howstuffworks.com/chess.htm?printable=1

Alguns links com várias soluções erradas:

http://www.newscientist.com/lastword/answers/77numbers.jsp?tp=numbers1

http://www.semaphorecorp.com/chess/chron001.txt

http://www.semaphorecorp.com/chess/chron002.txt

http://www.semaphorecorp.com/chess/chron003.txt

http://www.semaphorecorp.com/chess/chron004.txt

http://www.semaphorecorp.com/chess/chron005.txt

http://www.semaphorecorp.com/chess/chron006.txt

http://www.semaphorecorp.com/chess/chron007.txt

http://www.semaphorecorp.com/chess/chron008.txt

http://www.semaphorecorp.com/chess/chron009.txt

http://www.maa.org/mathland/mathland1.html

http://www.lewrockwell.com/orig/kinsella6.html

http://gameknot.com/fmsg/chess/1042.shtml

http://keithlynch.net/cryonet/2/23.html

http://www.newphys.se/elektromagnum/physics/LudwigPlutonium/File127.html

http://www.inf.ethz.ch/~staerk/lptp/examples/alpha/main.html
http://www.gamesdomain.com/gdreview/depart/rant6.html

http://attachment.edu.ar/questionnaires.html

http://www.rpi.edu/~giaevi/fun&gam.html

http://www.hwcn.org/link/fso/merlin.htm

http://www.lkessler.com/brutefor.shtml

http://www.research.ibm.com/massive/tdl.html

http://members.tripod.com/~garelli/measures.html
